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【目的】共同研究を通して、様々な数学理論を機械学習的課題に応用する

PERRON-FROBENIUS作用素による時系列データの解析

熱を使ったハイパーグラフの解析

多目的最適化問題のパレートフロントの、ベジエ単体による推定
f : X ! Rm多目的最適化問題：

X⇤(f) = {x⇤ 2 X | 6 9x 2 X f(x) < f(x⇤)}
パレート解集合

パレートフロント（パレート解集合の像）
fX⇤(f) := f(X⇤(f)) ⇢ Rm
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(a) Pareto sets X∗( f J ) ( J ⊆ I)

X*( f , f , f )1 2 3

X*( f )

X*( f )1

X*( f )2

3

X*( f , f )

X*( f , f )

X*( f , f )

2

21

1

3

3

f

f

f

f

f

f

f

(b) Pareto set images f X∗( f J ) ( J ⊆ I)

Fig. 1: The face relation of Pareto sets (their images) of a simplicial problem f ! ( f1 , f2 , f3).

ここで (N
i
) は 2項係数を表す．ベジェ曲線を規定

する点 P0 , P1 , . . . , PN を制御点という．B(t)につ
いて B(0) ! P0 , B(1) ! PN が成り立ち， B(t) は
0 ≤ t ≤ 1の範囲で 2つの制御点 P0 , PN を端点と
する曲線を描く．
続いて Borges and Pastva 1) によるベジェ曲線

を用いた曲線近似法について述べる．ここでは入力
として与えられたサンプル集合 x1 , x2 , . . . , xn ∈ Rd

を通る N 次ベジェ曲線を考える．Borges and
Pastva 1) はベジェ曲線の当てはめのために以下
の最適化問題を解くことを考案した：

min
n∑

j!1
∥B(t j) − xj ∥2. (2)

ここで t j はサンプル xj に対応するベジエ曲線の
媒介変数であり，問題 (2)の目的関数は各サンプ
ル xj とベジエ曲線上の点 B(t j) との残差 2乗和
である．
いま各サンプル xj に対応する媒介変数 t j を固定

すると，ベジェ曲線 B(t j)は制御点　P0 , P1 , . . . , PN

に関して線形関数となる．したがって媒介変数
t j を固定したもとで，問題 (2)の目的関数を最小
化する制御点は線形方程式を解けば得られる．
しかし実際は各サンプルに対応する媒介変数 t j

は未知であり，ベジェ曲線を用いた近似では t j

の調整も合わせて行う必要がある．
そこで Borges and Pastva 1) は媒介変数の割当

てと制御点の調節を交互に繰り返すベジエ曲線
近似法を考案した．まず，制御点の初期点を適
当に与える．続いてその制御点を固定したもと
で各サンプルに対する媒介変数 t j の割当てを行
う．Borges and Pastva 1) では点 xj からベジエ曲
線に垂線をおろし，その垂線の足に対応する媒

介変数を t j の値とした．ベジェ曲線 B(t)が点 xj

の垂線の足であるとき，
〈
∂
∂t

B(t), B(t) − xj

〉
! 0 (3)

を満たす．そこで各サンプル xj について非線形
方程式 (3)をNewton法で解き，その解を t j の値
とする．続いて，割当てられた t j を固定したも
とで問題 (2)を解き，制御点の調節を行う．先の
延べた通り t jを固定した問題 (2)では，目的関数
を最小化する制御点は線形方程式を解けば得ら
れる．そして得られた制御点を固定したもとで
再度媒介変数の割当てを行う．このように媒介
変数の割当てと制御点の調節を適当な終了条件
が満たされるまで繰り返してベジエ曲線の当て
はめを行う．Borges and Pastvaのアルゴリズム
を Algorithm 1にまとめる．

注意 1 Algorithm 1ではベジエ曲線のすべての
制御点を同時に調節する．一方，事前にいくつ
か制御点を固定したもとで残りの制御点を調節
する場合でも，Algorithm 1と同様，調節対象の
制御点の調節と媒介変数の割当てを繰り返して
ベジェ曲線の当てはめを行うことができる．

3 ベジエ単体とその当てはめ法の提案
本章では，2章のベジエ曲線を任意次元に一般

化したベジエ単体を定義し，その当てはめ法に
ついて述べる．
3.1 ベジエ単体
ベジエ曲線を一般の単体に拡張させて M + 1

次元の N 次ベジエ単体を定義する．まず非負整
数を成分に持つ M 次元ベクトル全体の集合を

Smale73などにより、f が凸連続な場合などには、 

位相幾何的な「単体」の構造が入ることが期待されている。

本研究では、CGなどに用いられるベジエ曲線の高次元版である 

「ベジエ単体」を用いて、パレートフロントに誘導される単体の構造を 
低次元から高速・帰納的に近似する「骨格近似法」を提案した。

ベジエ単体 Pd：制御点

B(t) :=
X
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の最小値を調べる
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Abstract

We consider the supervised learning problem with shallow neural networks. According to our unpublished experiments conducted several years prior to this study, we had
noticed an interesting similarity between the distribution of hidden parameters after backprobagation (BP) training, and the ridgelet spectrum of the same dataset. Therefore,
we conjectured that the distribution is expressed as a version of ridgelet transform, but it was not proven until this study. One di�culty is that both the local minimizers and
the ridgelet transforms have an infinite number of varieties, and no relations are known between them. By using the integral representation, we reformulate the BP training
as a strong-convex optimization problem and find a global minimizer. Finally, by developing ridgelet analysis on a reproducing kernel Hilbert space (RKHS), we write the
minimizer explicitly and succeed to prove the conjecture. The modified ridgelet transform has an explicit expression that can be computed by numerical integration, which
suggests that we can obtain the global minimizer of BP, without BP.

Motivation

Hidden parameters after BP training

argmin
(aj ,bj ,cj )

nÿ

i=1

|f(xi) ≠ g(xi)|2
.

Here, g is a neural network

g(x) =
pÿ

j=1

cj ‡(aj · x ≠ bj)

with activation function ‡.

?

=

Spectrum of the ridgelet transform of f

R[f ](a, b)

:=
⁄

Rm

f(x)fl(a · x ≠ b)dx

¥
nÿ

i=1

f(xi)fl(a · xi ≠ b)�x,

with a ridgelet function fl.

Integral representation of neural network

g(x) =
pÿ

j=1

cj‡(aj · x ≠ bj)

Continuum limit Discretization

S[“](x) =
⁄

Rm◊R
“(a, b)‡(a · x ≠ b)µ(a)dadb

The ridgelet transform

The ridgelet transform R is a solution operator of S[“] = f . Namely,
S[R[f ]] = f. (1)

For a fixed S, there are an infinite number of di�erent ridgelet function fl.

BP training in the integral representation

a, b, c

L

Minimize
nÿ

i=1

|f(xi) ≠ g(xi)|2 w.r.t. (aj , bj , cj)

(nonlinear optimization, many local minima)

γ

L

Minimize Îf ≠ S[“]Î2 + —Î“Î2 w.r.t. “

(strong convex optimization, unique global minimum!)

Problem formulation

Let F be a space of data f : Rm æ R; and G = L
2(µ(a)dadb) be the space of

coe�cient “. Given f œ F and — > 0, minimize
L[“] := Îf ≠ S[“]Î2

F + —Î“Î2
G , (2)

subject to “ œ G.

RKHS associated with neural networks

We define the kernel function associated with G as follows

k(x, y) :=
⁄

Rm◊R
‡(a · x ≠ b)fl(a · y ≠ b)µ(a)dadb, (3)

where fl is a function.
Let

q(a) := (2fi)m≠1
⁄

R

‚‡(’)‚fl(’)
|’|m

µ

1
a

’

2
d’. (4)

Then,

k(x, y) = (2fi)≠m

⁄

Rm

q(a)e
ia·(x≠y)da. (5)

If q is a probability density function, then according to Bochner’s theorem, k is a
shift invariant positive definite kernel (= reproducing kernel). The corresponding
RKHS, say Hk, reflects the approximation ability of neural network S[“].
For example, when ‡, fl and µ are Gaussian,

k(x, y) = (1 + |x ≠ y|)≠ m+1
2 . (6)

Ridgelet transform on RKHS

The ridgelet transform, or the solution operator of S[“] = f for a given f œ Hk, is
given by

R[f ](a, b) := 1
2fi

⁄

R

‚f(’a)‚fl(’)
q(’a)

e
i’bd’. (7)

Main results (arXiv:1805.07517)

Let F = Hk. Then, the global minimizer of BP training is given by the ridgelet
transform

argmin
“œG

L[“] = 1
1 + —

R[f ]. (8)

Sketch of proof

Because S : G æ Hk is bounded, according to the Tikhonov regularization theory
for operators, the global minimizer is given by

argmin
“œG

L[“] = (— + S
ú

S)≠1
S

ú
f. (9)

We showed that (— + S
ú

S)≠1
S

ú = (— + 1)≠1
R by calculating S

ú and — + S
ú

S.

[1] S.Sonoda, I.Ishikawa, M.Ikeda, K.Hagihara, Y.Sawano, T.Matsubara, N.Murata, arXiv:1805.07517, 2018.
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本研究では、浅いNeural Networkの backpropagationに 

よる学習を、リジレット変換で解釈した。
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間の角度（metric）を定義


