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Lie Group Bayesian Learning Rule
概要：統計多様体に、Lie群の作用を用いた新しいパラメーターを入れる方法を考案し、ベイズ学習の勾配法が機能する枠組みを発展

ベイズ学習では、統計多様体上の勾配法である「Bayes Learning Rule*」を用いて、損失関数の「最小値」では無く、エントロピーが大きい 
「最小分布」を見出す  *Khan&Havard, The Bayesian Learning Rule, JMLR 24, 2023

Microscopic Models of Large Scale interacting Systems

概要：統計物理の数学的基礎付を与える流体力学極限において、非常に一般的なミクロモデルを定義し、幾何学的な情報から保存量
など不変量を導出する方法を提案. 

First Example: Exclusion Process on Z

Exclusion ProcessFig01

∇1 0 1 2 3 4 ⋅⋅

(1,0) (0,1)

S = 1

S = 0

Fig02

∂e

Required Data:
↭ Underlying Graph: Graph (Z,E) with

E = {(i, j) → Z ↑ Z | |i ↓ j | = 1}

↭ Local State & Transition Rule: Local State: S = {0, 1} where
0: no particle, 1: one particle, with transition rule for each e → E

↭ Stochastic Data: Rate re > 0 for each e → E, translation
invariant.

最も簡単なミクロモデルは、１次元ユークリッド格子  上
の Exclusion Process。粒子は、隣接する頂点が空いて
いたら確率的に遷移する

ℤ

粒子の動きを「相互作用」と呼ばれるグラフで表現
Local State & Transition Structure – Interactions (S, 𝐿)

In the exclusion process, on adjacent vertices:
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Generalization of the set of states

S: finite set, “set of states”

Data of transition given by interaction:

Definition (Interaction)
An interaction is

𝐿 → (S ↑ S) ↑ (S ↑ S)

such that (S ↑ S, 𝐿) is a symmetric directed graph. We also refer to
the pair (S, 𝐿) as an interaction.
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Generalization of the set of states

S: finite set, “set of states”

Data of transition given by interaction:

Definition (Interaction)
An interaction is

𝐿 → (S ↑ S) ↑ (S ↑ S)

such that (S ↑ S, 𝐿) is a symmetric directed graph. We also refer to
the pair (S, 𝐿) as an interaction.

S = {0,1} (S × S, ϕ) ϕ ⊂ S × S

：有限集合S  を頂点集合とする 
一般のグラフに拡張
S × S

スケール極限
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Stochastic process on Z with at most one particle on each site.
Particle “jumps” to adjacent vertices with rate re > 0 for each e → E.

If re ↑ 1 for any e → E, then hydrodynamic limit:

d

dt
𝐿(x, t) =

d
2

dx2 𝐿(x, t)

Heat Equation (i.e. c = d = 1 and D(𝐿) ↑ 1)

Want to generalize this setup

適切なスケール極限で、拡散方程式を導出

任意の有限集合と、任意の「良い」相互作用を扱う汎用的な
ミクロモデルを提案

流体力学極限
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勾配法を用いるとき、接ベクトルは、統計
多様体上に乗らないので、従来方法では
overshooting などの問題が生じていた

Gradient Descent on Manifolds

Gradient descent for E(q) on the manifold Q has three components.

1 Calculate the di↵erential DE|q : TqQ 7! R.
2 Find a way to turn the covector DE|q 2 T ⇤

q Q into a vector v 2 TqQ.

3 A choice of retraction brings us back onto the manifold Rq(v) 2 Q.
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Lie群と呼ばれる微分幾何構造を
持つ群 を、従来のパラメーター
空間  に作用させると、Lie群
の接ベクトルを自然と統計多様
体上に乗せることができる

G

Θ

π : G × Θ → Θ

G = (ℝP, + )加法群 G = (ℝP
>0, × )

G = (ℝ× ⋉ ℝ)Pアフィン群
乗法群
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Lie群ごとに異なるLearning Ruleが定義

•グラフを から、結晶格子に拡張 

•相互作用を、有限集合  に対する一般のグラフに拡張 

•流体力学極限に必要な、Irreducibly Quantified性の判定の計算可能性 
•大規模相互作用系に対して、調和解析の理論を展開 
•一般の相互作用に対する、拡散行列の理論的決定 
•より一般の連続的な状態空間をもつモデルへも拡張

ℤ
S

• Remarameterizationの理論背景の説明 
•様々なLIe群の場合に拡張を模索 
•乗法群の場合、Low Precisionの場合に応用（近似ベイス推
論チームの西田,  T. Möllenhoff, Khan との共同研究） 

•圈論的な言語を整備
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